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ТРИ ПУЧКА ДЛЯ ПОЛУКОЛЕЦ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
Классическим объектом в математике является кольцо 
С(Х) всех непрерывных функций, определенных на тополо­
гическом пространстве Х, со значениями в поле действитель­
ных чисел JR.. Его свойства достаточно хорошо изучены (см., 
например, [6], [7]). С кольцом С(Х) тесно связан другой объ­
ект - полукольцо с+(Х) всех непрерывных неотрицательных 
функций, который активно изучается последние 15 лет [2]. 
Метод пучковых (функциональных) представлений нахо­
дит применение в различных алгебрах, среди которых выде­
ляются кольца [3] и полукольца [4]. Ниже представлено рас­
пространение материала (из (7] о кольцах С(Х)) на случай 
полуколец непрерывных функций. Определяются три пучка 
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и выявляются условия их совпадения. Формулируется усло­
вие изоморфности соответствующих представлений полуколь­
ца с+(х) в каждом из пучков . 
Пусть Х - топологическое пространство, с+(Х) - ком­
мутативное полукольцо с единицей всех непрерывных неот­
рицательных функций на Х со значениями в полуполе R +, 
для которого кольцо С(Х) (см. (6)) является кольцом разно­
стей . Рассмотрим 3 пучка полуколец над Х для полукольца 
с+(Х) . Основные понятия теории пучков имеются в (1]. 
Будем использовать следующие понятия (см . [5J) . ЕСJШ f Е 
Е С(Х), то Z(J) = {х Е Х : f(x) = О} - нуль-множество 
на Х, cozf = Х \ Z(J) - конуль-множество, z0(f) - внут­
ренность Z(J). Хаусдорфово пространство Х называется ти­
хоновским, если для любого замкнутого подмножества В и не 
принадлежащей ему точки х Е Х существует функция f Е 
Е С(Х), такая, что В~ Z(.f) и f(x) = 1. 
1-й пучок. в полукольце с+(х) по идеалу 
где х Е Х, рассмотрим конгруэнцию Берна р(Ох) · Для любой 
функции f Е с+(Х) ее класс конгруэнтности равен 
[/]р(О") = {g Е с+(Х): f р(Ож)9} = 
= {g Е с+ ( Х) : f = g на некоторой окрестности точки х}. 
Семейство всех конгруэнций (р(Ох))хЕХ открыто, так как 
для любых функций /, g Е с+(Х) множество {х Е Х : 
f р(Ох)9} = z0(! - g) открыто в Х и порождает фактор­
ный пучок Ох полуколец с+(Х)/р(Ох) = с+(Х)х над Х (см. 
(4)) . При этом (J с+(х) служит накрывающим простран-
хinХ 
ством пучка Ох . 
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Соответствующее факторное представление et1 : с+(х) --+ 
- г ( е х), где г ( е х) - полукольцо всех глобальных сечений 
пучка Ох, индуцировано открытым семейством конгруэнций. 
Для любых f, g Е с+(Х) и х Е Х имеем : 
et1(/) = f, f(x) = (f]p(O") и f(x) = g(x) означает, 
что f = g на некоторой окрестности точки х . 
Так как n{p(Ox) : х Е Х} есть нулевая конгруэнция (от­
ношение равенства) на с+(Х), то представление et1 точно. Из 
факторности пучка следует полнота представления 0:1 . Следо­
вательно, 0:1 - изоморфное представление полукольца с+(Х) 
в пучке Ох полуколец с+(Х)х , то есть 0:1 осуществляет изо­
морфизм полуколец с+(Х) и Г(Ох) . 
2-й пучок. Пусть х Е Х. По максимальному идеалу Мх 
в с+(Х) определим отношение конгруэнтности Рм". Для лю­
бых функций f, g Е С+(Х): 
f рмд означает, что существует функция h Е с+(Х), 
для которой h(x) >О и fh = gh. 
Для любой функции f Е с+(Х) ее класс конгруэнтности 
имеет вид 
[!Jрм" = {g Е с+(Х) : 3h Е c+(X)(h(x) >О Л fh = gh)}. 
Семейство конгруэнций (Рмх) по всем х Е Х является от­
крытым, так как множество {х Е Х: fрмд} = U{cozh: fh = 
= gh} открыто в Х и порождает факторный пучок Ех полу­
колец с+(Х)/ РМх над Х. 
Соответствующее факторное представление о:2 : с+(х) --+ 
--+ Г (с: х) индуцировано открытым семейством конгруэнций . 
Для любой функции f Е с+(х) и точки х Е Х имеем: 
0:2(!) = f, f(x) = (fJРмж · 
Так как n{Рм" : х Е Х} есть нулевая конгруэнция, ТО пред­
ставление 0:2 точно. Из факторности пучка следует полнота 
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представления а2. Следовательно, а2 - изоморфное представ­
ление полукольца. с+(Х) в пучке tX полуколец с+(Х)/рм" · 
Предложение 1. Если Х - тихоновское пространство 
их Е Х, то р(Ох) = РМж· 
3-й пучок. Пучок Фх полуколец ростков непрерывных 
R + -зна.чных функций на,ц Х определяется как предпучок по­
луколец с+(А) по всем открытым подмножествам А про­
странства. Х с гомоморфизма.ми ограничения . Элемента.ми 
слоя Sx (х Е Х) пучка. Фх служат ростки непрерывных 
функций, каждый из которых представляет собой класс все­
возможных непрерывных неотрицательных функций, опреде­
ленных на окрестностях точки х Е Х и равных на подходящих 
''малых" окрестностях х. При этом полукольцо с+(Х) канони­
чески отождествляется с подполукольцом глобальных сечений 
пучка ф х полукольца Г ( Фх ). 
Гомоморфизм~: f--+ f, где f ЕГ(Фх) и f(x) = [!]р(О") Е 
Е Sx, инъективен, поскольку для любых разJШчных функций 
f, g Е с+(Х) найдется точка хо, для которой /(хо) =1 g(xo), 
то есть Лхо) =1 g(xo). Таким образом,~: с+(х) --+Г(Фх) 
изоморфное вложение. 
Лемма. Пусть Х - тихоновское пространство. Тогда 
для nроизвольнь~х точки хо и несодержащего ее замкнутого 
подмножества В найдутся неnреръ~вна.я на Х функция f 
со значениями в единu'Чном отрезке [0,1] u окрестность И 
точки хо, такие, что f(U) = {1} u f(B) ={О}. 
Для произвольной точки х тихоновского пространства Х 
найдется открытое множество А, содержащее точку х, такое, 
что s(x) = [h]р(Ож)' где h Е с+(А). 
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Поэтому получаем следующее утверждение. 
Предложение 2. Для любого тuхоновского пространства 
Х пучок Фх является факторн:ым u соответствующее пред­
ставление изоморфное. 
Однако обратное утверждение не верно. Примером такого 
пространства является антидискретное пространство Х мощ­
ности больше 1. Пучок полуколец над таким пространством 
является факторным, так как любое отображение из Х в про­
извольное топологическое пространство непрерывно. Но авти­
дискретное пространство не будет тихоновским, так как не яв­
ляется Т1-пространством. 
Предложение 3. Пучок Фх совпадает с пучком Ох то­
гда и только тогда, когда Фх - факторный пучок. 
Предложение 4. Функцuональнwе представленш~ а1 
и а2 nолуколъца с+(х) совпадают и являются uзоморф­
Н'ЫМU представлениями. 
Предложение 5. Если Х - тихоновское пространство, 
то пучки Ох, ех, Фх совпадают. 
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА 
С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ 
Рассмотрим уравнение 
Lu = { Ut - Uxx = О, 
Utt - Uxx =О, 
t >о, 
t <о, 
(1) 
в прямоугольной области D = {(х, t)I О< х < 1, -а < t <,В}, 
где а > О , ,В > О - заданные действительные числа. 
Нелокальная задача. Найти в области D функцию 
и(х , t), удовлетворяющую условиям: 
Lи:=О, (x,t)ED+UD_ ; 
и(О, t) = и(1, t) =О, -а ~ t ~ ,В; 
(2) 
(3) 
(4) 
